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Streszczenie
Prezentowany artyku≥ omawia problem zastosowania teorii wyceny opcji fi-
nansowych do procesÛw wyceny opcji realnych. Pierwsza czeúÊ artyku≥u przedsta-
wia metodologiczne za≥oøenia wyceny opcji finansowych. Daje ona podstawÍ do
identyfikacji problemÛw zwiπzanych z aplikacjπ metodologii wyceny opcji finanso-
wych do wyceny opcji realnych, a takøe zwraca uwagÍ na g≥Ûwne ograniczenie wy-
nikajπce z braku instrumentu wycenianego przez rynek, ktÛry mÛg≥by pos≥uøyÊ do
stworzenia portfela replikujπcego przep≥ywy z wycenianej opcji realnej. W drugiej
czÍúci artyku≥u przedstawiono dorobek praktyki i teorii w zakresie rozwiπzania
problemÛw metodologicznych zwiπzanych z brakiem w procesie wyceny opcji real-
nych instrumentÛw wycenianych przez rynek i mogπcych pos≥uøyÊ do budowy port-
fela replikujπcego przep≥ywy z opcji. Analiza dorobku w tym zakresie wskazuje, øe
metodologia zaprzeczenia aktywa rynkowego (Market Asset Declaimer) rozwiπzu-
je czÍúÊ problemÛw, na jakie natrafia w tym zakresie praktyka. Ostatnia czÍúÊ ar-
tyku≥u omawia zagadnienia aplikacji rÛønych narzÍdzi wyceny opcji finansowych
do procesÛw wyceny opcji realnych. Przeprowadzona analiza wskazuje, øe metodo-
logia drzew dwumodalnych jest od innych narzÍdzi lepiej dostosowana do wdra-
øania koncepcji opcji realnych do procesÛw decyzyjnych przedsiÍbiorstw.
Wprowadzenie
Metodologia wyceny opcji realnych, wzorowana na narzÍdziach wyceny opcji
finansowych,  stanowi  uzupe≥nienie  standardowej  analizy  zdyskontowanych
przep≥ywÛw pieniÍønych. L. Trigeorgis, przedstawiajπc dorobek literatury przed-
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wania wartoúci opcji realnych wskazuje, øe rozwÛj tej koncepcji by≥ moøliwy dziÍ-
ki pracom Blacka, Scholesa i Mertona, ktÛrzy w 1973 r. jako pierwsi stworzyli
modele szacowania wartoúci opcji finansowych, a takøe artyku≥om Coxa i Rossa
z 1976 r. oraz Coxa, Rossa i Rubinsteina z 1979 r. przedstawiajπcym metodologiÍ
wyceny  opcji  finansowych  na  bazie  drzew  dwumianowych  oraz  prawdopodo-
bieÒstw w warunkach neutralnoúci wobec ryzyka (Trigeorgis, 1995: 18). Opraco-
wanie fundamentÛw koncepcyjnych oraz narzÍdziowych wyceny opcji finanso-
wych da≥o podstawy do prÛb adaptacji tych rozwiπzaÒ do szacowania wartoúci
opcji realnych. Sam proces opracowywania rozwiπzaÒ aplikacyjnych zosta≥ po-
przedzony  szeregiem  artyku≥Ûw  tworzπcych  ramy  koncepcyjne  wykorzystania
rachunku wyceny opcji finansowych do szacowania wartoúci opcji realnych. Nurt
ten zainicjowali swymi pracami S. Myers oraz W. Kester (Myers, 1977: 147ñ175;
Kester, 1984: 153ñ160). Od tego czasu w literaturze przedmiotu pojawiajπ siÍ ar-
tyku≥y ukazujπce zastosowania rachunku wyceny opcji finansowych do szacowa-
nia wartoúci rÛønego rodzaju opcji realnych zawartych w projektach inwestycyj-
nych, a takøe prace o charakterze teoretycznym, rozwijajπce narzÍdzia wylicze-
niowe i dostosowujπce je do specyfiki opcji realnych. Ca≥oúciowe podsumowanie
dorobku literatury przedmiotu w tym zakresie moøna znaleüÊ m.in. w pracach
L. Trigeorgis (Trigeorgis, 1995: 17ñ26; Trigeorgis, 2000: 14ñ21). 
Pomimo tak dynamicznego rozwoju literatury przedmiotu, zastosowanie na-
rzÍdzi wyceny opcji finansowych w szacowaniu wartoúci opcji realnych napotyka
na wiele trudnoúci, zarÛwno o charakterze metodologicznym, jak i aplikacyjnym.
Niniejszy artyku≥ stanowi podsumowanie tych problemÛw wraz z prÛbπ wskaza-
nia rozwiπzaÒ u≥atwiajπcych aplikacjÍ teorii wyceny opcji finansowych do wyce-
ny opcji realnych, a tym samym rÛwnieø do rzeczywistych procesÛw decyzyjnych. 
Artyku≥ podzielono na trzy czÍúci merytoryczne oraz podsumowanie. W czÍ-
úci pierwszej przedstawiono klasyfikacjÍ oraz za≥oøenia modeli wyceny opcji fi-
nansowych. Na tym tle, w czÍúci drugiej, omÛwiono ograniczenia narzÍdzi wyce-
ny  opcji  finansowych  do  procesu  wyceny  opcji  realnych,  a takøe  stosowane
w praktyce rozwiπzania tych problemÛw. CzÍúÊ trzecia dotyka zagadnienia apli-
kacji  przedstawionych  wczeúniej  narzÍdzi  do  procesÛw  decyzyjnych  przedsiÍ-
biorstw. 
Prezentowana praca stanowi wstÍp do cyklu artyku≥Ûw, ktÛry oprÛcz prezen-
towanej tu podstawy teoretycznej wyceny opcji realnych za pomocπ narzÍdzi wy-
ceny opcji finansowych, bÍdzie przedstawia≥ rÛwnieø przyk≥ady i studia przypad-
kÛw wyceny opcji realny zawartych w rzeczywistych projektach inwestycyjnych.
1. Metodologiczne za≥oøenia algorytmÛw wyceny opcji finansowych 
Teoria finansÛw wypracowa≥a szeroki wachlarz metod wyceny opcji finanso-
wych. M. Arman i N. Kalitulake dzielπ je na trzy g≥Ûwne grupy: (1) metody z gru-
py narzÍdzi programowania dynamicznego (dynamic programming), do ktÛrych
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rÛwnania rÛøniczkowe (partial differential equations), dla ktÛrych autorzy jako
najbardziej znany przyk≥ad przywo≥ujπ model BlackañScholesa oraz (3) modele
symulacyjne,  z regu≥y  uøywajπce  techniki  Monte  Carlo  (Amram,  Kalitulake,
1999: 108ñ111). W literaturze przedmiotu nie ma zgodnoúci co do nazewnictwa
i klasyfikacji poszczegÛlnych metod. Przyk≥adowo J. Mun formu≥Í BlackañSchol-
esa oraz jej modyfikacje zalicza do grupy zamkniÍtych rÛwnaÒ (closed ñ form
equations), wyrÛøniajπc przy tym oddzielnπ grupÍ metod zwanych czπstkowymi
rÛwnaniami  rÛøniczkowymi.  Metody  drzew  dwu  i wielomianowych,  zgodnie
z klasyfikacjπ M. Arman i N. Kalitulake wchodzπce w sk≥ad grupy metod progra-
mowania dynamicznego, autor ten traktuje jako samodzielnπ grupÍ (Mun, 2002:
139). L. Trigeorgis z kolei dzieli metody wyceny na dwie grupy technik nume-
rycznych: metody pozwalajπ na przybliøenie procesÛw stochastycznych instru-
mentÛw  bazowych  bezpoúrednio  oraz  grupa  metod  przybliøajπcych  czπstkowe
rÛwnanie rÛøniczkowe wynikajπce z procesu stochastycznego (Trigeorgis, 2000:
306).
Biorπc pod uwagÍ stopieÒ rozpowszechnienia opracowania M. Amram oraz
N. Kalitulake w dalszym rozumowaniu przyjÍto klasyfikacjÍ zaprezentowanπ
przez tych autorÛw. 
W  rozwaøaniach  nad  uwarunkowaniami  metodologicznymi  wyceny
opcji finansowych, ktÛre wiπøπ siÍ bezpoúrednio z moøliwoúciami uøy-
cia tych narzÍdzi do wyceny opcji realnych, pos≥uøono siÍ koncepcjπ wyce-
ny na bazie drzew dwumianowych, czyli metodπ wchodzπce w sk≥ad grupy metod
programowania  dynamicznego.  Zaprezentowana  logika  w zakresie  tworzenia
portfeli wolnych od ryzyka jest rÛwnieø wykorzystywana we wzorze BlackañSch-
olesa i narzÍdziach wywodzπcych siÍ z tej formu≥y (Pennings, Lint, 1997: 84) .
Metodologicznym fundamentem koncepcji BlackañScholesa oraz drzew dwumia-
nowych jest za≥oøenie o moøliwoúci uøycia wycenianego przez rynek instrumen-
tu bazowego w procesie szacowania wartoúci opcji. Tego typu instrument bazowy
charakteryzuje wartoúÊ bieøπca, a takøe historycznie obserwowalna zmiennoúÊ
tej wartoúci (volatility). Oba te parametry stanowiπ dane wejúciowe niezbÍdne do
przeprowadzenia wyceny opcji. Pozwalajπ one oszacowaÊ wartoúci instrumentu
bazowego w dniu wykonania opcji, a to z kolei, poprzez stworzenie na bazie tego
instrumentu portfela replikujπcego przep≥ywy z opcji lub portfela wolnego od ry-
zyka,  umoøliwia  zastosowanie  prawa  jednej  ceny  w procesie  wyceny  bieøπcej
wartoúci opcji. Zza≥oøenia, takie uwarunkowania majπ uniemoøliwiaÊ przepro-
wadzenie transakcji arbitraøowych (CapiÒski, 2004: 9), poniewaø w warunkach
efektywnoúci  rynku  zmiany  wartoúci  portfela  wiπza≥by  siÍ  z automatycznπ
i identycznπ zmianπ wartoúci opcji. 
Wycena opcji przeprowadzona na podstawie drzew dwumianowych moøe od-
bywaÊ  siÍ  poprzez  wykorzystanie  techniki  portfela  replikujπcego  wyp≥aty
z opcji  (replicating  portfolio)  lub  prawdopodobieÒstw  w warunkach  po-
wszechnej neutralnoúci wobec ryzyka (risk neutral probability approach).
Etapem wspÛlnym szacowania wartoúci opcji za pomocπ tych technik jest wyzna-
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W tym celu wykorzystuje siÍ koncepcjÍ dwumianowych drzew zdarzeÒ. W wyce-
nie opcji finansowych przyjmuje siÍ, øe drzewo s≥uøy do modelowania wartoúci
instrumentu bazowego, ktÛrym jest instrument finansowy. Poniøej przedstawio-
no kszta≥t drzewa zmian wartoúci instrumentu bazowego (V) przy za≥oøeniu, øe
istnieje tylko jeden okres pomiÍdzy momentem wyceny oraz terminem wykona-
nia opcji. 
 ród³o: opracowanie w³asne na podstawie: J. Mun, 2003: 75.
Rys. 1. Zmiany wartoœci instrumentu bazowego zgodnie z ide¹ konstrukcji drzew dwumianowych
przy za³o¿eniu, ¿e pomiêdzy momentami wyceny i wygaœniêcia opcji mija jeden okres
Oszacowanie wartoúci instrumentu bazowego na dzieÒ wygaúniÍcia opcji po-
zwala na wyznaczenie na ten moment jej wartoúci. W przypadku opcji typu call
(Cu), przy za≥oøeniu wzrostu wartoúci instrumentu bazowego w stosunku do bie-
øπcego poziomu, wartoúÊ tÍ moøna zapisaÊ w nastÍpujπcy sposÛb:
Cu = Max (VuñX; 0), [1]
gdzie: X oznacza cenÍ wykonania opcji.
WartoúÊ opcji typu put w dniu jej wygaúniÍcia, przy scenariuszu wzrostu
wartoúci instrumentu bazowego moøna zapisaÊ:
Cu = Max (XñVu; 0). [2]
Zastosowanie metody portfela replikujπcego przep≥ywy z opcji oznacza budo-
wÍ portfela z≥oøonego z instrumentÛw wolnych od ryzyka oraz okreúlonej liczby
instrumentÛw bazowych, ktÛrych wartoúÊ oszacowano na moment wykonania
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1 Przedstawione w niniejszym artykule wzory oraz tok rozumowania stanowi opracowanie
autora przygotowane na podstawie kilkunastu ürÛde≥ literaturowych t≥umaczπcych logikÍ kon-
strukcji portfela replikujπcego przep≥ywy z opcji oraz wyceny prowadzonej w warunkach neu-
tralnoúci wobec ryzyka. Do najwaøniejszych ürÛde≥ literaturowych wykorzystanych w trakcie
opracowania tego rozdzia≥u moøna zaliczyÊ: H.S. Hertah, C.S. Park, (1999), s. 6ñ10; T. Cope-
land, V. Antikarov (2001), s. 94ñ142; N. Lewis, D. Enke, D. Spurlock, (2004), s. 28ñ40; T. Cope-
land., T. Koller, J. Murrin (2000), s. 408ñ413; J. Hull (1999), s. 271ñ286. Dla zachowania zgod-
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(zgodnie z za≥oøeniami modelu drzew dwumianowych moøliwe scenariusze roz-
woju sytuacji dla drzewa jednookresowego ograniczajπ siÍ do wzrostu lub spad-
ku wartoúci instrumentu bazowego). Portfel ten w literaturze przedmiotu jest
nazywany portfelem replikujπcym przep≥ywy z opcji (Patena, UrbaÒski, 2004:
10ñ15). Kalkulacje wskaünikÛw zmiany wartoúci poczπtkowej instrumentu bazo-
wego (u i d) z regu≥y przeprowadzone sπ na bazie wzorÛw (3) oraz (4). 
[3]
[4]
gdzie:  ñ obliczane na bazie rocznych pomiarÛw odchylenie standardowe stopy
zwrotu z instrumentu bazowego (Mun, 2002: 144),  ñ wyraøony w latach czas,
ktÛry  up≥ywa  pomiÍdzy  poszczegÛlnymi  etapami  modelowanymi  za  pomocπ
drzew zdarzeÒ. 
Zaprezentowane wzory (3) oraz (4) stanowiπ najbardziej rozpowszechniony
sposÛb kalkulacji wartoúci wskaünikÛw zmiany wartoúci instrumentu na drzewie
zdarzeÒ, ale w literaturze przedmiotu moøna odnaleüÊ rÛwnieø inne formu≥y s≥u-
øπce do tego celu (Hull, 1999: 285).




gdzie: m ñ liczba instrumentÛw bazowych tworzπcych portfel replikujπcy prze-
p≥ywy z opcji, B ñ wartoúÊ instrumentÛw wolnych od ryzyka tworzπcych portfel
replikujπcy przep≥ywy z opcji, rf ñ stopa wolna od ryzyka, Cu ñ wartoúÊ opcji
w dniu jej wygaúniÍcia przy za≥oøeniu wzrostu wartoúci instrumentu bazowego,
Cd ñ wartoúÊ opcji w dniu jej wygaúniÍcia przy za≥oøeniu spadku wartoúci instru-
mentu bazowego.
() d f C r B mVd = + + 1
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noúci z praktykπ tworzenia analiz finansowych projektÛw oraz zgodnie z metodologiπ przedsta-
wionπ przez T. Copelanda i V. Antikarova, we wszystkich wzorach przyjÍto aktualizacjÍ na ba-
zie dyskontowania sk≥adanego, co jest rozbieøne z oryginalnymi wzorami J.C. Coxa, S.A. Rossa,
S. Rubinsteina, gdzie stosuje siÍ aktualizacjÍ na bazie oprocentowania ciπg≥ego.
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strumentÛw bazowych niezbÍdnych do stworzenia portfela replikujπcego prze-
p≥ywy z opcji:
[7]
Ustalenie liczby instrumentÛw bazowych niezbÍdnych do stworzenia portfe-
la replikujπcego przep≥ywy z opcji pozwala na wyznaczenie wzoru na wartoúÊ in-




Oszacowanie wartoúci parametrÛw m i B umoøliwia kalkulacjÍ dzisiejszej
wartoúci portfela doskonale replikujπcego przep≥ywy z opcji i zastosowanie pra-
wa jednej ceny w procesie jej wyceny. Jeúli bowiem przysz≥e przep≥ywy z opcji
i portfela replikujπcego sπ identyczne a stopy dyskontowe rÛwne (stopy powinny
byÊ rÛwne, biorπc pod uwagÍ takie same ryzyko przep≥ywÛw), to opcjÍ i portfel
charakteryzuje ta sama wartoúÊ bieøπca. W zwiπzku z tym na podstawie analizy
bieøπcej wartoúci portfela replikujπcego moøna rÛwnieø ustaliÊ wartoúÊ opcji. 
[10]
Zgodnie z za≥oøeniami leøπcymi u podstaw narzÍdzi wyceny opcji finanso-
wych pe≥na efektywnoúÊ rynku nie pozwala na przeprowadzenie transakcji arbi-
traøowych, a wiÍc wartoúci portfela oraz opcji w takich warunkach muszπ byÊ
rÛwne (CapiÒski, 2004: 9). 
Przeprowadzenie wyliczeÒ zgodnie z przedstawionymi wzorami pozwala na
wyznaczenie wartoúci opcji dla sytuacji, w ktÛrej pomiÍdzy wycenπ a momentem
wygaúniÍcia opcji mija jeden okres. Na rysunku 2 przedstawiono schemat kalku-
lacji wartoúci instrumentu bazowego przy za≥oøeniu, øe pomiÍdzy okresem wyce-
ny opcji, a jej wygaúniÍciem mijajπ dwa okresy, a ponadto nie sπ w tym okresie
wyp≥acane przez instrument finansowy przep≥ywy pieniÍøne.
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Rys. 2. Zmiany wartoœci instrumentu bazowego zgodnie z za³o¿eniami konstrukcji drzew dwumia-
nowych przy za³o¿eniu, ¿e pomiêdzy momentami wyceny i wygaœniêcia opcji mijaj¹ dwa okresy
W przypadku wystπpienia wiÍkszej liczby okresÛw, wyliczenia bieøπcej war-
toúci opcji typu europejskiego, rozpoczyna≥by siÍ od oszacowania wartoúci instru-
mentu bazowego w dniu jej wygaúniÍcia. W kolejnym kroku wyznaczana jest na
ten moment wartoúÊ opcji w sposÛb zapewniajπcy zachowanie warunkÛw zdefi-
niowanych we wzorach (1) i (2). NastÍpnie, na podstawie wzorÛw (5)ñ(9) kalku-
lowane sπ wartoúci opcji na koniec okresu wczeúniejszego, przy czym w wylicze-
niach, zgodnie ze wzorem (10) wykorzystywane sπ planowane wartoúci instru-
mentu  bazowego  na  okres,  dla  ktÛrego  prowadzone  sπ  wyliczenia.  Uzyskane
w ten sposÛb wartoúci opcji stanowiπ podstawÍ do prowadzenia wyceny opcji na
okres wczeúniejszy, zgodnie ze wzorami (5)ñ(10).
RÛwnieø w przypadku metody prawdopodobieÒstw w warunkach po-
wszechnej neutralnoúci wobec ryzyka w pierwszej kolejnoúci konieczne jest
wyznaczenie szacowanej wartoúci instrumentu bazowego oraz opcji w dniu jej
wykonania. NastÍpnie, na podstawie oszacowanych wczeúniej przysz≥ych warto-
úci tych parametrÛw, budowany jest portfel z≥oøony z jednej opcji wystÍ-
pujπcej w pozycji krÛtkiej oraz okreúlonej liczby instrumentÛw bazo-
wych (TarczyÒski, ZwolaÒski, 1999: 160). NiektÛrzy autorzy wskazujπ rÛwnieø,
øe portfel moøe sk≥adaÊ siÍ z jednego instrumentu bazowego i okreúlonej liczby
wycenianej opcji w pozycji krÛtkiej (Copeland, Antikarov, 2001: 95). W za≥oøe-
niach portfel ten ma byÊ wolny od ryzyka, a wiÍc bez wzglÍdu na prze-
widywane zmiany wartoúci instrumentu bazowego, wartoúÊ koÒcowa
ca≥ego portfela musi pozostaÊ na sta≥ym poziomie. Sytuacja taka zaistnie-
je, jeøeli liczba instrumentÛw bazowych zostanie wyznaczona w taki sposÛb, aby
wartoúÊ portfela w dniu wygaúniÍcia opcji by≥a taka sama dla obu alternatyw-
nych wartoúci instrumentu bazowego (Hull, 1999: 272). Przedstawione za≥oøenie
pozwala na zapisanie nastÍpujπcego wzoru:
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winno znajdowaÊ siÍ w portfelu, aby w efekcie skokowych zmian jego wartoúci
wartoúÊ ca≥ego portfela pozosta≥a na niezmienionym poziomie:
[12]
Po wyliczeniu liczby instrumentÛw bazowych na podstawie wzoru (12), port-
fel z≥oøony z m instrumentÛw bazowych oraz opcji w pozycji krÛtkiej jest wolny
od ryzyka. W zwiπzku z tym, stopa zwrotu z tego portfela musi byÊ rÛwna stopie
wolnej od ryzyka (Dixit, Pindyck, 1993: 31). Dlatego teø kalkulacja wartoúci po-
czπtkowej portfela powinna opieraÊ siÍ na stopie wolnej od ryzyka, jako parame-
trowi adekwatnemu do aktualizacji na moment zero wartoúci tego portfela. Prze-
prowadzenie takich obliczeÒ oznacza w praktyce wyznaczenie wartoúci bieøπcej
elementÛw tworzπcych portfel. W zwiπzku z tym moøliwe jest zapisanie nastÍpu-
jπcego wzoru: 
[13]
W powyøszym wzorze jedynπ niewiadomπ pozostaje wartoúÊ bieøπca opcji
(C). Podstawiajπc do wzoru (13) za m formu≥Í wyliczania tego parametru (12)
i dokonujπc odpowiednich przekszta≥ceÒ, otrzymamy wzÛr pozwalajπcy kalkulo-
waÊ wartoúÊ bieøπcπ opcji:
[14]
Przeprowadzenie dalszych przekszta≥ceÒ wzoru (14) u≥atwia jego interpreta-
cjÍ.
WartoúÊ bieøπcπ instrumentu bazowego moøna zapisaÊ jako sumÍ zdyskonto-
wanych stopπ wolnπ od ryzyka nieobarczonych ryzykiem przysz≥ych wartoúci in-
strumentu bazowego (certainty equivalent values) (Trigeorgis, 1995: 11). Wyzna-
czenie nieobarczonych ryzykiem przysz≥ych wartoúci instrumentu bazowego jest
moøliwe poprzez przemnoøenie przysz≥ych, obarczonych ryzykiem wartoúci tego
instrumentu, oszacowanych za pomocπ wspÛ≥czynnikÛw wyliczanych na podsta-
wie wzorÛw (3) i (4) przez prawdopodobieÒstwa w≥aúciwego dla warunkÛw po-
wszechnej neutralnoúci wobec ryzyka (risk neutral probabilities). SposÛb prze-
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gdzie: q ñ prawdopodobieÒstwo osiπgniÍcia danej wartoúci instrumentu bazowe-
go w warunkach powszechnej neutralnoúci wobec ryzyka.
WzÛr (15) wskazuje, øe wartoúÊ bieøπcπ instrumentu bazowego okreúlajπ je-
go przysz≥e, obarczone ryzykiem wartoúci (bÍdπce efektem przysz≥ych, obarczo-
nych  ryzykiem  przep≥ywÛw  pieniÍønych)  zwaøone  prawdopodobieÒstwami
w warunkach powszechnej neutralnoúci wobec ryzyka i zdyskontowane
przy stopie wolnej od ryzyka. Aktualizacja przy stopie wolnej od ryzyka jest kon-
sekwencjπ przeliczenia przysz≥ych wartoúci instrumentu bazowego obarczonych
ryzykiem na wartoúci nieobarczone ryzykiem. Przekszta≥cajπc powyøszy wzÛr
wzglÍdem q uzyskuje siÍ nastÍpujπce rÛwnania:
[16]
[17]
Powyøsze formu≥y na wyznaczenie wartoúci prawdopodobieÒstw w warun-
kach neutralnoúci wobec ryzyka, podstawione do wzoru (14), pozwalajπ na uzy-
skanie nastÍpujπcego algorytmu wyznaczenia bieøπcej wartoúci opcji: 
[18]
WzÛr (18) mÛwi, øe przemnoøenie wartoúci opcji w momencie jej wygaúniÍcia
przez prawdopodobieÒstwa w warunkach neutralnoúci wobec ryzyka pozwala na
wyznaczenie przysz≥ej, wolnej od ryzyka wartoúci opcji, ktÛra, po zdyskontowa-
niu stopπ wolnπ od ryzyka, daje jej bieøπcπ wartoúÊ. 
Podobnie jak w przypadku opisywanej wczeúniej metody replikacji przep≥y-
wÛw z opcji, przeprowadzony tok rozumowania oraz przedstawione wzory pozwa-
lajπ na oszacowanie bieøπcej wartoúci opcji przy za≥oøeniu, øe pomiÍdzy momen-
tem wyceny, a momentem wygaúniÍcia opcji up≥ywa jeden okres. ZwiÍkszenie
liczby okresÛw analizy oznacza rozbudowÍ drzewa zmian wartoúci instrumentu
bazowego (drzewa zdarzeÒ), czego konsekwencjπ jest rÛwnieø wiÍksza liczba wy-
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kaødej pary sπsiadujπcych ze sobπ na drzewie zdarzeÒ wartoúci opcji oraz instru-
mentÛw bazowych prowadzone sπ wyliczenia wartoúci opcji na okres wczeúniej-
szy, zgodnie ze wzorem (18), aø do uzyskania wartoúci bieøπcej.
Przedstawiona logika wykorzystania koncepcji portfela wolnego od ryzyka
oraz wykluczenie moøliwoúci arbitraøu, leøπca u podstaw koncepcji drzew dwu-
mianowych, jest rÛwnieø fundamentem formu≥y BlackañScholesa (Hull, 1999:
298). Jak wskazujπ W. TarczyÒski i M. ZwolaÒski (1999: 171), Ñnajwaøniejszπ
rÛønicπ miÍdzy modelem dwumianowym i modelem BlackañScholesa jest fakt, øe
w modelu BlackañScholesa zmiany cen instrumentu podstawowego (instrumen-
tu  bazowego  ñ  przyp.  autora)  sπ  ciπg≥e,  natomiast  w modelu  dwumianowym
zmiany cen akcji zachodzπ w sposÛb skokowy.î W efekcie wyniki uzyskane przy
wykorzystaniu tych metod rÛøniπ siÍ, jednak badania wskazujπ, øe przy zwiÍk-
szaniu liczby wÍz≥Ûw w modelu dwumianowym wzrasta zgodnoúÊ otrzymanych
rezultatÛw. J. Mun (2002: 140) podaje, øe przy zastosowaniu oko≥o 1000 okresÛw,
dla ktÛrych symulowane bÍdπ wartoúci na drzewach dwumianowych przeprowa-
dzone wyliczenia dadzπ bardzo zbliøone wyniki do rezultatÛw uzyskanych za po-
mocπ formu≥y BlackañScholesa. 
2. G≥Ûwne problemy metodologiczne zwiπzane z wykorzystaniem
algorytmÛw wyceny opcji finansowych do szacowania wartoúci
opcji realnych
Wprawdzie od ponad dwudziestu lat w literaturze przedmiotu widoczny jest
dynamiczny rozwÛj bazy narzÍdziowej prÛbujπcej adaptowaÊ rachunek wyceny
opcji finansowych do szacowania wartoúci opcji realnych, jednak wyniki dotych-
czasowych  prac  nie  pozwalajπ  na  bezkrytyczne  uøywanie  tego  typu  narzÍdzi
w praktyce. Ich stosowanie wiπøe siÍ bowiem z koniecznoúciπ przyjÍcia kilku re-
strykcyjnych za≥oøeÒ, ktÛre w duøej mierze stawiajπ pod znakiem zapytania me-
todologicznπ  poprawnoúÊ  przeprowadzonych  kalkulacji.  Jedno  z g≥Ûwnych  za-
strzeøeÒ  w tym  zakresie  dotyczy  instrumentu  bazowego  wykorzystywanego
w procesie wyceny opcji realnych.
Za≥oøeniem klasycznych modeli wyceny opcji finansowych jest dostÍpnoúÊ in-
formacji o bieøπcej wartoúci instrumentu bazowego oraz o historycznej zmienno-
úci tej wartoúci. WartoúÊ opcji jest szczegÛlnie wraøliwa na poziom zmiennoúci ce-
ny instrumentu bazowego (Pennings, Lint, 1997: 84). Parametr ten determinuje
szacowanπ wartoúÊ instrumentu bazowego w dniu wykonania opcji i w ten spo-
sÛb wp≥ywa na jej bieøπcπ wartoúÊ. W przypadku opcji realnych za instrument
bazowy przyjmuje siÍ bieøπcπ wartoúÊ projektu inwestycyjnego brutto (bez na-
k≥adÛw inwestycyjnych). W praktyce tego typu projekty nie podlegajπ wycenie
rynkowej, co uniemoøliwia ustalenie niekwestionowanych wartoúci parametrÛw
instrumentÛw s≥uøπcych do budowy portfela replikujπcego, a w konsekwencji
przekreúla moøliwoúÊ zastosowania klasycznego prawa jednej ceny w procesie
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rÛwnieø brak moøliwoúci oszacowania zmiennoúci instrumentu bazowego na pod-
stawie historycznej zmiennoúci projektu. Ograniczenia te sπ przyczynπ zg≥asza-
nia przez czÍúÊ badaczy zastrzeøeÒ co do moøliwoúci poprawnego wykorzystania
tradycyjnego rachunku opcyjnego do wyceny opcji realnych (Teisberg, 1995: 42).
W anglojÍzycznej  literaturze  przedmiotu  moøna  zaobserwowaÊ  jednak  rozwÛj
nurtu aplikacyjnego, ktÛrego celem jest znalezienie odpowiedzi na pytanie, w ja-
ki sposÛb zastosowaÊ metodologicznie poprawnie rachunek wyceny opcji finanso-
wych do wyceny opcji elastycznego reagowania zawartych w projektach inwesty-
cyjnych. 
We wczesnych prÛbach aplikacji narzÍdzi wyceny opcji finansowych do wyce-
ny opcji realnych wskazywano na moøliwoúÊ wykorzystania jako instrumentu
mogπcego zastπpiÊ wyceniany przez rynek instrument bazowy notowanego akty-
wa, ktÛrego przep≥ywy (a tym samym wartoúÊ bieøπca) by≥aby doskonale skore-
lowana z wartoúciπ projektu w kaødym moøliwym scenariuszu rozwoju sytuacji.
Jest to tzw. metoda waloru bliüniaczego (twin security) (Copeland, Antikarov,
2001: 94). Za instrument taki przyjmowano wyceniane przez rynek i uzyskiwa-
ne dziÍki realizacji danego projektu surowce naturalne, w przypadku projektÛw
eksploracyjnych (np. ceny ropy naftowej dla projektÛw wiertniczych, czy ceny
z≥ota lub wÍgla dla projektÛw gÛrniczych), lub akcje podmiotÛw prowadzπcych
podobnπ dzia≥alnoúÊ do tej, ktÛra mia≥a byÊ realizowana w efekcie przeprowadze-
nia projektu (Bernnan, Schwartz, 1985: 135ñ157). Na podstawie takiego za≥oøe-
nia, a takøe na bazie historycznych zmiennoúci aktywa bliüniaczego, szacowano
rÛwnieø zmiennoúÊ instrumentu bazowego w procesie wyceny opcji realnych. 
Zastosowanie tego rozwiπzania nie pozwala jednak na rozwik≥anie proble-
mÛw metodologicznych wynikajπcych z wykorzystania modeli wyceny opcji fi-
nansowych do szacowania wartoúci opcji realnych. W praktyce bardzo rzadko
wystÍpuje sytuacja, w ktÛrej wartoúÊ instrumentu podlegajπcego wycenie rynko-
wej moøe byÊ potraktowana jako doskonale skorelowana z wartoúciπ brutto rze-
czywistego projektu inwestycyjnego. Przyk≥adowo, do wyceny projektu polegajπ-
cego na opracowaniu nowego leku na okreúlonπ chorobÍ konieczne by≥oby znale-
zienie notowanej akcji przedsiÍbiorstwa, ktÛre zajmuje siÍ wy≥πcznie opracowy-
waniem takiej samej technologii, dzia≥ajπcego na tym samym rynku, bÍdπcego
na tym samym etapie prac badawczych, a takøe charakteryzujπcego siÍ düwigniπ
finansowπ oraz operacyjnπ zbliøonπ do düwigni dajπcej siÍ przypisaÊ do wycenia-
nego projektu. Brak zachowania powyøszych warunkÛw uniemoøliwia przyjÍcie
bezkrytycznego za≥oøenia, øe wartoúÊ akcji jest doskonale skorelowana z warto-
úciπ projektu. Nawet, jeúli dla danego projektu by≥oby moøliwe odnalezienie spÛ≥-
ki opracowujπcej podobnπ technologiÍ, to pozostaje problem oddzielenia wp≥ywu
tego projektu od innych czynnikÛw kszta≥tujπcych wartoúÊ akcji (np. pozosta≥e
prowadzone przez firmÍ projekty badawcze, przep≥ywy finansowe realizowane
aktualnie i przewidywane przez rynek w przysz≥oúci). W praktyce jednak wiÍk-
szoúÊ przedsiÍwziÍÊ ma charakter niepowtarzalny, co przekreúla moøliwoúci od-
nalezienia odpowiednika waloru bazowego na rynku gie≥dowym. Wykorzystanie
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ma byÊ ich wydobycie takøe budzi wπtpliwoúci. CzÍsto bowiem wartoúÊ samego
zasobu naturalnego nie stanowi g≥Ûwnego sk≥adnika wolnych przep≥ywÛw pie-
niÍønych generowanych przez projekt. T. Copeland i V. Antikarov wskazujπ na
ograniczenia tej koncepcji przytaczajπc ich zdaniem przyk≥ad b≥Ídnej wyceny
opcji odroczenia otwarcia kopalni z≥ota, w przypadku ktÛrej za instrument bazo-
wy przyjÍto wartoúÊ z≥ota (Copeland, Antikarov, 2001: 94). Autorzy podkreúlajπ,
øe zmiennoúÊ cen z≥ota nie jest tym samym co zmiennoúÊ wartoúci kopalni. 
Biorπc pod uwagÍ ograniczenia koncepcji aktywa bliüniaczego, czÍúÊ badaczy
poszukuje innego, metodologicznie spÛjnego uzasadnienia zastosowania metodo-
logii wyceny opcji finansowych do szacowania wartoúci opcji realnych. Syntetycz-
ne podsumowanie dorobku literatury w tym zakresie prezentujπ W. Patena i A.
UrbaÒski (2004). Autorzy ci zwracajπ uwagÍ na argument L. Trigeorgisa, ktÛre-
go zdaniem sam fakt istnienia gdzieú na rynku bliøej nieokreúlonego instrumen-
tu, doskonale skorelowanego z instrumentem bazowym opcji realnych, pozwala
na ich wycenÍ za pomocπ algorytmÛw wyceny opcji finansowych (Patena, UrbaÒ-
ski, 2004: 10ñ15). Zgodnie ze s≥owami wspomnianych autorÛw taki punkt widze-
nia  potwierdzajπ  T.  Luehrman,  S.  Howella,  F.  Boer  oraz  D.  Kellog  (Patena,
UrbaÒski, 2004: 14). Wprawdzie przyjÍcie takiej argumentacji upowaønia do sto-
sowania algorytmÛw wyceny opcji finansowych do szacowania wartoúci opcji re-
alnych, ale nie rozwiπzuje problemu wyznaczenia parametrÛw niezbÍdnych do
przeprowadzenia wyliczeÒ, czyli wartoúci bieøπcej instrumentu bazowego oraz
jego zmiennoúci. Dlatego teø, zdaniem autorÛw, wyznaczenie tych parametrÛw
sprowadza siÍ czÍsto do subiektywnych decyzji podjÍtych na podstawie analizy
przep≥ywÛw pieniÍønych, ktÛre majπ generowaÊ projekt lub na bazie mniej lub
bardziej uzasadnionych metodologicznie technik wspierajπcych proces szacowa-
nia zmiennoúci projektu. 
W zakresie szacowania zmiennoúci projektu, T. Mun podsumowujπc dorobek
teorii i praktyki, wyrÛønia metodπ symulacji wp≥ywu zmiennych bazowych na
odchylenie standardowe stopy zwrotu z projektu, metody szacowania zmiennoúci
na podstawie przewidywanych wolnych úrodkÛw pieniÍønych, za≥oøeÒ eksperc-
kich, zmiennoúci cen instrumentu notowanego (w zaleønoúci od projektu akcji
lub surowca naturalnego) i charakteryzujπcego siÍ tym samym ryzykiem, co roz-
patrywany projekt (twin security approach) oraz w oparciu o metodÍ GARCH (ge-
neralized autoregressive conditional heteroskedasticity) (Mun, 2002: 197ñ202).
M. Perlitz, T. Peske i R. Schrank dodajπ do tej listy przybliøenia wyznaczone na
podstawie danych o historycznej zmiennoúci podobnych projektÛw, a takøe meto-
dÍ stosowanπ przez firmÍ farmaceutycznπ ÑMerckî, ktÛra w celu oszacowania
zmiennoúci wykorzystywanej w wycenie opcji realnych w prowadzonych projek-
tach badawczo ñ rozwojowych, uøywa zmiennoúci indeksu firm biotechnologicz-
nych notowanych na NASDAQ (Perlitz, Peske, Schrank, 1999: 260). Niemniej
jednak rozwiπzania te, ze wzglÍdu na brak moøliwoúci zweryfikowania przyjÍte-
go za≥oøenia o zgodnoúci uzyskanych wynikÛw z rzeczywistπ, a nie szacowanπ
zmiennoúciπ projektu, prowadzπ do wyznaczenia mniej lub bardziej uzasadnio-
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od trafnoúci przyjÍtych za≥oøeÒ (Patena, UrbaÒski, 2004: 14). 
Na poczπtku bieøπcego dziesiÍciolecia, T. Copeland i V. Antikarov (2001: 94)
zaprezentowali koncepcjÍ oraz techniki kalkulacyjne, ktÛre na bazie zaprezento-
wanej  wczeúniej  opinii  L.  Trigeorgisa,  pozwalajπ  na  oszacowanie  wartoúci
i zmiennoúci instrumentu bazowego. Metodologia ta nosi nazwÍ zaprzeczenia
aktywa rynkowego (Market Asset Disclaimer MAD) i bazuje na za≥oøeniu, øe
rolÍ instrumentu bazowego moøe pe≥niÊ wartoúÊ projektu brutto wyliczona bez
uwzglÍdnienia wp≥ywu elastycznoúci dzia≥ania, czyli bez wyceny opcji realnych.
W ten sposÛb przyjmowane jest za≥oøenie, øe tak wyznaczona wartoúÊ projektu
odzwierciedla w pe≥ni jego wartoúÊ rynkowπ. Autorzy ci twierdzπ, øe nie ma le-
piej skorelowanego z wartoúciπ projektu instrumentu niø sam projekt, kwestio-
nujπc w ten sposÛb sensownoúÊ poszukiwaÒ notowanego instrumentu bliüniacze-
go. Tak wyznaczona wartoúÊ stanowi podstawÍ do oszacowania zmiennoúci pro-
jektu za pomocπ programÛw do prowadzenia symulacji typu Monte Carlo. 
Naleøy podkreúliÊ, øe koncepcja zaproponowana przez Copelanda i Antikaro-
va nie rozwiπzuje problemu braku wyceny rynkowej aktywa, ktÛry ma pe≥niÊ ro-
lÍ instrumentu bazowego, w zwiπzku z czym, w tym przypadku rÛwnieø nie ma
moøliwoúci weryfikacji wartoúci przyjÍtych dla parametrÛw instrumentu bazo-
wego. Niemniej jednak przy akceptacji za≥oøenia, øe projekt bez elastycznoúci
dzia≥ania moøe pe≥niÊ rolÍ instrumentu bazowego, rozwiπzanie to tworzy doúÊ
przekonywujπce metodologicznie i spÛjne technicznie narzÍdzie, ktÛre pozwala
na przeprowadzenie procesu wyceny opcji przy jednoczesnym ograniczeniu su-
biektywizmu  w doborze  za≥oøeÒ  o zmiennoúci  instrumentu  bazowego.  W tym
przypadku zmiennoúÊ instrumentu bazowego, czyli projektu brutto bez elastycz-
noúci dzia≥ania, jest szacowana za pomocπ symulacji typu Monte Carlo, na bazie
za≥oøeÒ o rozk≥adach prawdopodobieÒstw poszczegÛlnych zmiennych bazowych.
Fakt ten wymusza analityczne spojrzenie na istotÍ ryzyka oraz czynniki kszta≥-
tujπce zmiennoúÊ projektu. Akceptacja omawianego za≥oøenia otwiera nowe moø-
liwoúci wyceny opcji realnych zawartych w projektach badawczo ñ rozwojowych.
ChoÊ w literaturze przedmiotu odnaleüÊ moøna rÛwnieø g≥osy stanowczych kry-
tykÛw tej koncepcji (CapiÒski, Patena, 2003: 109ñ112), nie zmienia to jednak
faktu, øe z perspektywy dotychczasowych osiπgniÍÊ w zakresie poszukiwania
rozwiπzaÒ problemu braku wyceny instrumentu bazowego w przypadku opcji re-
alnych, a takøe sposobu szacowania zmiennoúci tego instrumentu, pomys≥ Cope-
landa i Antikarova wydaje siÍ byÊ najbardziej spÛjny.
Problem z wyznaczeniem wartoúci instrumentu bazowego oraz jego zmienno-
úci nie wyczerpuje trudnoúci metodologicznych w zastosowaniu rachunku wyce-
ny opcji finansowych do szacowania rachunku opcji realnych. M. CapiÒski (2004:
9) zwraca uwagÍ, øe w przypadku wyceny opcji realnych nie ma moøliwoúci zajÍ-
cia pozycji krÛtkiej w odniesieniu do instrumentu bazowego, co, jego zdaniem,
wyklucza moøliwoúÊ zachowania zasady braku arbitraøu, leøπcej u podstaw tech-
niki replikacji portfela. 
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w wycenie niepewnoúci zwiπzanej z technicznπ stronπ projektu, ktÛra ich zda-
niem, wp≥ywa w przeciwieÒstwie do ryzyka rynkowego, na zmniejszenie warto-
úci opcji realnych. Autorzy ci poruszajπ rÛwnieø kwestie innych niedogodnoúci
metodologicznych powstajπcych w toku stosowania modeli wyceny opcji finanso-
wych do szacowania wartoúci opcji realnych. Sπ one zwiπzane z rÛønicami dzie-
lπcymi te instrumenty (np. brak w przypadku opcji realnych pewnej ceny wyko-
nania, moøliwoúÊ wp≥ywania posiadacza opcji na jej wartoúÊ, d≥ugi czas niezbÍd-
ny do wykonania opcji realnych).
3. Problemy aplikacyjne wykorzystania algorytmÛw wyceny opcji
finansowych do szacowania wartoúci opcji realnych
Przeprowadzenie wyceny opcji realnych na bazie narzÍdzi szacowania war-
toúci opcji finansowych wiπøe siÍ z koniecznoúciπ wyboru jednej z wielu przedsta-
wianych w literaturze przedmiotu technik obliczeniowych. DobÛr algorytmu kal-
kulacyjnego jest zadaniem bardzo istotnym, poniewaø pociπga za sobπ konse-
kwencje natury metodologicznej oraz moøe determinowaÊ sukces procesu imple-
mentacji do procedur decyzyjnych przedsiÍbiorstw samej koncepcji wyceny opcji
realnych zawartych w projektach badawczo ñ rozwojowych. 
Analiza literatury przedmiotu obejmujπcej zagadnienia wykorzystania na-
rzÍdzi wyceny opcji finansowych do szacowania wartoúci opcji realnych zawar-
tych w projektach inwestycyjnych jednoznacznie wskazuje, øe do tego typu zasto-
sowaÒ wykorzystywane sπ g≥Ûwnie narzÍdzia zaliczane przez M. Amram i N. Ka-
litulake  (1999:  108ñ111)  do  grupy  metod  programowania  dynamicznego  oraz
czπstkowych rÛwnaÒ rÛøniczkowych. W zdecydowanej wiÍkszoúci prezentowa-
nych  w bibliografii  ürÛde≥  literaturowych  poruszajπcych  zagadnienie  wyceny
opcji  realnych,  wzory  BlackañScholesa  oraz  ich  modyfikacje,  a takøe  drzewa
dwumianowe, czyli przedstawiciele g≥Ûwnych grup metod wyceny opcji finanso-
wych, prezentowane sπ jako podstawowe narzÍdzia wyceny. ProblematykÍ stoso-
wania symulacji typu Monte Carlo jako samodzielnego narzÍdzia wyceny opcji
realnych porusza stosunkowo niewielu autorÛw, podkreúlajπc jednoczeúnie jej
nieadekwatnoúÊ do wyceny opcji realnych o charakterystyce odpowiadajπcej opcji
typu amerykaÒskiego (niemoønoúÊ oszacowania wartoúci instrumentu bazowego
przed momentem jego wygaúniÍcia) oraz opcji z≥oøonych (Amram, Kalitulake,
1999: 111). Opcje realne majπ natomiast czÍsto charakter opcji z≥oøonych. Brak
moøliwoúci oszacowania wartoúci opcji przed jej wygaúniÍciem nie pozwala rÛw-
nieø na modelowanie optymalnych decyzji w czasie øycia opcji, co jest moøliwe
przy zastosowaniu technik z grupy programowania dynamicznego (Trigeorgis,
2000: 311). Dodatkowym argumentem przemawiajπcym przeciwko prowadzeniu
wyceny opcji realnych za pomocπ symulacji typu Monte Carlo jest rÛwnieø ich ni-
ska znajomoúÊ w úrodowiskach biznesowych. Poúrednim potwierdzeniem tej opi-
nii sπ nieobecnoúÊ lub bardzo ograniczone charakterystyki takiego wykorzysta-
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ceny instrumentÛw pochodnych. Znacznie czÍúciej symulacja typu Monte Carlo
wskazywana jest w publikacjach dotyczπcych wyceny opcji realnych jako narzÍ-
dzie szacowania zmiennoúci projektu, czyli parametru wykorzystywanego w wy-
cenie prowadzonej metodami g≥Ûwnymi.2
Rozpatrujπc problem przydatnoúci metod wchodzπcych w sk≥ad dwÛch g≥Ûw-
nych grup narzÍdzi wyceny opcji na instrumenty finansowe do szacowania war-
toúci opcji realnych, naleøy pamiÍtaÊ, øe takie zastosowanie tych metod wymaga
przyjÍcia  za≥oøeÒ  przedstawionych  w niniejszym  rozdziale.  Upowaønia  to  do
stwierdzenia, øe nie istniejπ metody wyceny opcji finansowych, ktÛrych zastoso-
wanie do wyceny opcji realnych by≥oby z metodologicznego punktu widzenia bez-
wzglÍdnie poprawne.
Duøa czÍúÊ opcji realnych ma charakter opcji z≥oøonych (sekwencyjnych, sy-
multanicznych lub symultaniczno ñ sekwencyjnych) oraz niepowtarzalny. Szaco-
wanie wartoúci tego typu instrumentÛw jest wiÍc procesem znacznie bardziej
skomplikowanym  niø  wycena  opcji  na  instrumenty  finansowe,  co  przemawia
przeciw korzystaniu z zamkniÍtych modeli wyceny opcji, dostosowanych do wy-
ceny instrumentÛw o úciúle okreúlonym parametrach. Taki w≥aúnie charakter
majπ dobrze rozpoznane w literaturze przedmiotu i przyjÍte przez úwiat prakty-
ki algorytmy wyceny wykorzystujπce czπstkowe rÛwnania rÛøniczkowe. Warun-
ki  uwzglÍdnione  w za≥oøeniach,  np.  standardowego  modelu  BlackañScholesa,
ograniczajπ w praktyce jego zastosowanie do wyceny prostych, europejskich opcji
put i call, nieuwzglÍdniajπcych wyp≥aty dywidend z instrumentu bazowego, co
jest powaønym problemem w przypadku wyceny opcji realnych, ktÛrych specyfi-
ka  polega  na  wyp≥acie  wolnych  przep≥ywÛw  pieniÍønych  przed  wygaúniÍciem
opcji (Perlitz, Peske, Schrank, 1999: 264). Model ten w swej bazowej postaci nie
pozwala rÛwnieø na wycenÍ opcji typu amerykaÒskiego, a przecieø analiza spe-
cyfiki projektÛw badawczo-rozwojowych wskazuje, øe w wielu przypadkach, ze
wzglÍdu na planowane wyp≥aty pieniÍøne lub dzia≥ania konkurencji, optymalny
moment wykonania opcji przypada przed jej wygaúniÍciem. Argumentem prze-
mawiajπcym przeciwko stosowaniu do wyceny opcji realnych modelu Blackañ
ñScholesa oraz wywodzπcych siÍ z tej formu≥y innych modeli zak≥adajπcych ciπ-
g≥π zmiennoúÊ wartoúci instrumentu bazowego jest rÛwnieø to, øe zmiany warto-
úci tego typu projektÛw majπ charakter dyskretny i zachodzπ najczÍúciej tylko
kilka  razy  w trakcie  jego  trwania  (Pennings,  Lint,  1997:  85).  Fakt  ten  stoi
w sprzecznoúci z za≥oøeniami tego typu narzÍdzi. W literaturze przedmiotu ist-
niejπ  rozwiπzania  ukierunkowane  na  przebudowÍ  modelu  BlackañScholesa,
w taki sposÛb, aby uwzglÍdnia≥ on tÍ specyficznπ cechÍ projektÛw badawczo-roz-
wojowych (Pennings, Lint, 1997: 85), niemniej jednak naleøy stwierdziÊ, øe naj-
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2 Przyk≥ady  takiego  wykorzystania  symulacji  typu  Monte  Carlo  zostanπ  przedstawione
w kolejnych publikacjach autora, zamieszczanych w kolejnych numerach ÑWspÛ≥czesnej Ekono-
miiî. W literaturze przedmiotu takie rozwiπzania prezentujπ miÍdzy innymi J. Mun (2002: 148)
oraz T. Copeland i V. Antikarov (2001: 250).
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tyczne zastosowanie do wyceny elastycznoúci dzia≥ania zawartej w projektach
badawczo-rozwojowych. 
Pomimo niedostosowania modelu BlackañScholesa do wyceny opcji realnych
przedstawicielem  orÍdownikÛw  wykorzystania  tego  narzÍdzia  do  szacowania
wartoúci  elastycznego  reagowania  jest A.  Damodaran. Autor  ten  twierdzi,  øe
w celu wyceny opcji z≥oøonych zawartych w projektach badawczo-wdroøeniowych
moøna  zastosowaÊ  model  BlackañScholesa  przeznaczony  do  szacowania  opcji
prostych, czyniπc w ten sposÛb za≥oøenie, øe w ramach danego projektu wystÍpu-
je tylko jedna opcja podjÍcia okreúlonego dzia≥ania. W ten sposÛb problem wyce-
ny opcji z≥oøonej jest upraszczany do zagadnienia wyceny europejskiej opcji call
lub put. Takie dzia≥anie generalnie zmniejsza wartoúÊ opcji zawartych w projek-
cie i dlatego teø autor sugeruje, øe uzyskana w ten sposÛb wartoúÊ powinna sta-
nowiÊ tylko bazÍ wyceny. Zdrugiej jednak strony, A. Damodaran zauwaøa, øe po-
dejúcie  to  znacznie  u≥atwia  proces  definiowania  zmiennych  bazowych  oraz
zmniejsza poziom komplikacji niezbÍdnych wyliczeÒ, co moøe mieÊ zasadnicze
znaczenie dla odbiorcÛw analizy. Autor ten stoi rÛwnieø na stanowisku, øe po-
przez odjÍcie od bieøπcej wartoúci instrumentu bazowego (wartoúÊ bieøπca pro-
jektu bez elastycznoúci dzia≥ania) wartoúci bieøπcej planowanych wyp≥at wol-
nych przep≥ywÛw pieniÍønych do dnia wygaúniÍcia opcji, moøna przybliøyÊ war-
toúÊ opcji realnej przy za≥oøeniu wyp≥at z opcji i w ten sposÛb rozwiπzaÊ problem
niedostosowania modelu BlackañScholesa do wyceny opcji na instrumenty wy-
p≥acajπce dywidendÍ (Damodaran, 2001: 365). Wed≥ug tego autora moøna rÛw-
nieø zastosowaÊ zmodyfikowany wzÛr BlackañScholesa, ktÛry uwzglÍdnia wyp≥a-
ty dywidend w wysokoúci stanowiπcej sta≥y procent, uzyskiwany poprzez podzie-
lenie wartoúci dywidendy i bieøπcej wartoúci projektu (Damodaran, 2001: 368).
W przypadku opcji call moøe tu byÊ wykorzystana modyfikacja formu≥y podsta-
wowej  opracowana  przez  Mertona  (model  Mertona)  (TarczyÒski,  ZwolaÒski,
1999: 174). 
A. Damodaran przedstawia rÛwnieø dwa sposoby uwzglÍdnienia w wycenie
moøliwoúci wczeúniejszego wykonania opcji, na co nie pozwala standardowy mo-
del BlackañScholesa. Prostszy z nich polega na przyjÍciu za≥oøenia, øe wartoúÊ
europejskiej opcji wyliczona na bazie tego modelu bÍdzie stanowiÊ bazÍ lub kon-
serwatywne przybliøenie wartoúci opcji amerykaÒskiej. ZasadnoúÊ takiego za≥o-
øenia ma wynikaÊ z faktu, øe opcja amerykaÒska w kaødym moøliwym przypad-
ku powinna byÊ warta co najmniej tyle, co opcja europejska. Taki punkt widze-
nia znajduje zwolennikÛw. W literaturze przedmiotu podobne rozwiπzanie suge-
ruje m.in. T. Luehrman, przy czym zwraca on uwagÍ na zasadnoúÊ dokonania do-
datkowych obliczeÒ, ktÛre przybliøa≥yby wartoúÊ opcji amerykaÒskiej (Luehr-
man, 1998: 14). Druga metoda sprowadza siÍ do wyliczenia wartoúci opcji na kaø-
dy moøliwy dzieÒ wyp≥aty dywidendy i wybranie wartoúci maksymalnej. Autor
nie przedstawia praktycznego przyk≥adu zastosowania tego rozwiπzania. 
Poglπd o zasadnoúci wykorzystania modelu BlackañScholesa do wyceny opcji
realnych potwierdza rÛwnieø T. Luehrman (1998). Jego zdaniem, choÊ uøycie te-
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nak pozwala rÛwnieø na jakoúciowπ poprawÍ analizy projektÛw inwestycyjnych.
Autor zwraca jednak uwagÍ, øe takie podejúcie wymaga zachowania ostroønoúci
w interpretacji uzyskanych wynikÛw (Luehrman, 1998: 14).
Zupe≥nie inny poglπd w sprawie wykorzystania modeli wyceny opcji na in-
strumenty finansowe do szacowania wartoúci opcji realnych prezentujπ T. Cope-
land i V. Antikarov (2001: 213ñ216). W ich opinii rozbieønoúÊ pomiÍdzy wynika-
mi uzyskanymi wskutek przeprowadzenia wyliczeÒ na bazie modelu dwumiano-
wego oraz modelu BlackañScholesa, przy zastosowaniu odpowiednio duøej iloúci
wÍz≥Ûw, jest stosunkowo niewielka. Zdrugiej strony, technika dwumianowa jest
znacznie bardziej elastyczna i pozwala wyceniaÊ nawet opcje wielokrotnie z≥oøo-
ne, niepowtarzalne, o charakterze opcji amerykaÒskich, w przypadku ktÛrych
nie istniejπ opracowane i rozpowszechnione algorytmy wywodzπce siÍ z grupy
metod  czπstkowych  rÛwnaÒ  rÛøniczkowych  pozwalajπce  na  uwzglÍdnienie  ich
specyfiki. Zastosowanie tej metody pozwala rÛwnieø na wyznaczenie optymalne-
go momentu wykonania opcji amerykaÒskiej (Copeland, Howe, 2002: 8ñ11).
Argumentem  przemawiajπcym  za  zastosowaniem  modelu  dwumianowego
jest rÛwnieø jego bardziej intuicyjny charakter niø standardowych formu≥ z gru-
py  metod  czπstkowych  rÛwnaÒ  rÛøniczkowych  (Antikarov,  2005).  Szacowanie
wartoúci opcji realnej za pomocπ zamkniÍtych modeli wyceny opcji finansowych,
funkcjonujπcych w postaci skomplikowanych i nieczytelnych dla wielu decyden-
tÛw wzorÛw, jest czÍsto procesem trudnym do wyt≥umaczenia osobom nieposia-
dajπcym wiedzy z zakresu teorii opcyjnej. Moøe to okazaÊ siÍ koronnym argu-
mentem przemawiajπcym za uøyciem w procesie wyceny opcji realnych zdecydo-
wanie bardziej przejrzystego narzÍdzia, jakim sπ drzewa dwumianowe. Zgodnie
z opiniπ m.in. J. Muna (2002: 195), wycena bazujπca na technice drzew dwumia-
nowych pozwala przedstawiÊ proces analizy w sposÛb bardziej zrozumia≥y dla
osÛb bez gruntownego przygotowania teoretycznego, co jest szczegÛlnie istotne,
gdy wyceniajπcy nie jest jednoczeúnie decydentem. Autor ten twierdzi rÛwnieø,
øe ze wzglÍdu na fakt, øe drzewa dwumianowe sπ stosunkowo ≥atwiejsze do wy-
t≥umaczenia kadrze zarzπdzajπcej oraz zaakceptowania przez niπ niø inne tech-
niki, rozwiπzanie to sta≥o siÍ najczÍúciej wykorzystywanym przez przedsiÍbior-
stwa narzÍdziem wyceny opcji realnych wywodzπcym siÍ z algorytmÛw wyceny
opcji finansowych (Mun, 2002: 100). 
Zaletπ drzew dwumianowych jest rÛwnieø naturalne powiπzanie tej metody
z tradycyjnπ  analizπ  zdyskontowanych  przep≥ywÛw  pieniÍønych  (Antikarov,
2005). Przyjmujπc rozwiπzania zaproponowane przez T. Copelanda i V. Antikaro-
va, kalkulacja NPV projektu jest etapem wyceny opcji w nim zawartych, a sama
konstrukcja dwumianowych drzew zdarzeÒ w sposÛb naturalny korzysta z infor-
macji uzyskanych w drodze standardowej analizy zdyskontowanych przep≥ywÛw
pieniÍønych netto. Tak jasnego powiπzania wyceny elastycznoúci dzia≥ania z wy-
cenπ projektu przy za≥oøeniu braku elastycznoúci dzia≥ania nie moøna uzyskaÊ
poprzez zastosowanie narzÍdzi z grupy czπstkowych rÛwnaÒ rÛøniczkowych. 
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dawczo ñ rozwojowych przemawia jeszcze jeden bardzo istotny argument. Stan-
dardowe algorytmy szacowania wartoúci instrumentÛw opcyjnych nie pozwala-
jπ na precyzyjne uwzglÍdnienie w wycenie opcji spadku wartoúci instrumentu
bazowego bÍdπcego skutkiem, np. wyp≥at przep≥ywÛw generowanych przez in-
strument  bazowy,  planowanych  dzia≥aÒ  konkurencji  lub  zmian  technologicz-
nych. Kaøde z wymienionych zdarzeÒ bÍdzie wp≥ywa≥o na spadek wartoúci opcji
typu call oraz zwiÍkszenie wartoúci opcji typu put. Zgodnie z teoriπ wyceny opcji
finansowych dzia≥aniem nieoptymalnym jest wykonanie opcji typu call na in-
strument niewyp≥acajπcy dywidend przed momentem jej wygaúniÍcia (Teisberg,
1995: 39). Dlatego teø uøycie standardowego modelu BlackañScholesa do wyce-
ny opcji realnych oznacza rÛwnieø akceptacjÍ za≥oøenia, øe instrument bazowy
(projekt) nie bÍdzie wyp≥aca≥ dywidend do dnia wykonania opcji. Jak juø pod-
kreúlono, w rozpowszechnionych wersjach algorytmÛw zamkniÍtych, wywodzπ-
cych siÍ z formu≥y BlackañScholesa, sposÛb uwzglÍdnienia moøliwoúci wyp≥aty
wolnych przep≥ywÛw pieniÍønych z instrumentu bazowego nie odpowiada spe-
cyfice wyp≥at generowanych przez projekty inwestycyjne. Akceptujπc punkt wi-
dzenia Copelanda i Antikarova, øe za instrument bazowy moøe s≥uøyÊ wartoúÊ
projektu bez elastycznoúci dzia≥ania, metoda wyceny opcji na bazie drzew dwu-
mianowych pozwala na rozwiπzanie tego problemu. Stosowne rozwiπzania ana-
lityczne,  bazujπce  na  dwumianowym  algorytmie  wyceny  opcji  wyp≥acajπcych
wolne przep≥ywy pieniÍøne, przedstawiono w rozdziale w nastÍpnej czÍúci ni-
niejszego opracowania. W tym przypadku, na etapie tworzenia drzew zdarzeÒ
zak≥ada siÍ spadek wartoúci projektu bez elastycznoúci dzia≥ania po wyp≥acie
kolejnych przep≥ywÛw pieniÍønych, ktÛre sπ zaleøne od wyliczonych na kaødym
etapie analizy wspÛ≥czynnikÛw wyp≥aty wolnych úrodkÛw pieniÍønych. WspÛ≥-
czynniki wyp≥aty sπ natomiast zdeterminowane wartoúciπ planowanych, wol-
nych  przep≥ywÛw  pieniÍønych  uzyskanych  wskutek  konwencjonalnej  analizy
zdyskontowanych  przep≥ywÛw  pieniÍønych,  ktÛra  przecieø  moøe  i powinna
uwzglÍdniaÊ  planowany  spadek  wartoúci  przep≥ywÛw  pieniÍønych  wywo≥any
przewidywanymi dzia≥aniami konkurencji. Taki sposÛb prowadzenia wyliczeÒ
urealnia kalkulacjÍ wartoúci opcji realnych, a takøe pozwala na identyfikacjÍ
optymalnego momentu wykonania opcji, jeúli analiza dotyczy opcji typu amery-
kaÒskiego.3 Podejúcie to jest rÛwnieø zgodne z metodologiπ wyceny opcji na ak-
cje wyp≥acajπce dywidendÍ za pomocπ drzew dwumianowych i na bazie rachun-
ku wyceny opcji na instrumenty finansowe (Hull, 1999: 411ñ414). PrzyjÍcie ta-
kich rozwiπzaÒ, zdaniem autora, w znaczny sposÛb urealnia proces wyceny opcji
elastycznego reagowania w projektach, ktÛre przed wygaúniÍciem opcji bÍdπ
wyp≥acaÊ nadwyøki finansowe. 
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3 SposÛb ustalenia optymalnego momentu wykonania opcji decyzyjnych na bazie koncepcji
drzew dwumianowych zostanie przedstawiony w nastÍpnych publikacjach autora, zamieszcza-
nych w kolejnych numerach ÑWspÛ≥czesnej Ekonomiiî, w ktÛrych zaprezentowane bÍdπ kom-
pleksowe przypadki wyceny opcji realnych.
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M. Perlitz, T. Peske i R. Schrank, ktÛrzy prezentujπ kompleksowπ analizÍ porÛw-
nawczπ modelu BlackañScholesa, drzew dwumianowych oraz modelu Geskeía
(Geske model) w kontekúcie przydatnoúci tych narzÍdzi do wyceny opcji z≥oøo-
nych zawartych w projektach badawczo-rozwojowych (Perlitz, Peske, Schrank,
1999: 264). Uzyskane wnioski wskazujπ na model drzew dwumianowych, jako
narzÍdzie pozwalajπce precyzyjnie uwzglÍdniÊ najwiÍkszπ liczbÍ cech charakte-
ryzujπcych opcje realne. Autorzy podkreúlajπ jednoczeúnie, øe uøycie w praktyce
tego narzÍdzia wymusza za≥oøenie o dyskretnych zmianach wartoúci instrumen-
tÛw bazowych, czyli wartoúci bieøπcej projektÛw, co ich zdaniem znacznie utrud-
nia proces prowadzenia wyliczeÒ (Perlitz, Peske, Schrank, 1999: 264). Fakt ten,
zdaniem wspomnianych autorÛw przemawia za stosowaniem zamkniÍtego mo-
delu Geskeía, ktÛry nie wymaga tworzenia skomplikowanych drzew zdarzeÒ. Ar-
gument ten moøna uznaÊ za zasadny, jeúli przyjmie siÍ, øe wyliczenie wartoúci
poczπtkowej opcji realnej oszacowanej na podstawie drzewa zdarzeÒ sk≥adajπce-
go siÍ z kilkudziesiÍciu okresÛw. W praktyce jednak modelowanie wartoúci opcji
realnych moøna i powinno siÍ ograniczaÊ do kilku lub kilkunastu okresÛw. W ta-
kiej sytuacji wyliczenia przeprowadzone na bazie prostego programu stworzone-
go w arkuszu kalkulacyjnym, nie stanowiπ powaønego problemu. Warto dodaÊ,
øe M. Perlitz, T. Peske oraz R. Schrank zdecydowanie odrzucajπ moøliwoúÊ zasto-
sowania w przypadku opcji z≥oøonych modelu BlackañScholesa. 
Podsumowanie
Dorobek literatury przedmiotu wskazuje, øe metodologiczne problemy wyce-
ny opcji realnych ciπgle nie znalaz≥y satysfakcjonujπcych rozwiπzaÒ. Brak wyce-
ny instrumentu bazowego oraz trudna do oszacowania zmiennoúÊ tego instru-
mentu  stawiajπ  przed  badaczami  szerokie  pole  do  dalszego  rozwijania  teorii
w tym zakresie. Nie mniej jednak naleøy podkreúliÊ, øe pojawiajπce siÍ w ostat-
nich latach rozwiπzania w znacznym stopniu u≥atwiajπ aplikacjÍ narzÍdzi wyce-
ny opcji finansowych do wyceny opcji realnych. Wydaje siÍ, øe w tym zakresie na
szczegÛlnπ uwagÍ zas≥uguje metodologia zaprzeczenia aktywa rynkowego, choÊ
zdaniem  wielu  autorytetÛw,  rozwiπzanie  to  nie  spe≥nia  kryteriÛw  formalnych
i powinno byÊ raczej traktowane jako narzÍdzie eksperckie, a nie metodologia
spe≥niajπca kryteria naukowe. 
Sam wybÛr techniki wyliczeniowej stanowi rÛwnieø powaøny problem wyli-
czeniowy. Biorπc pod uwagÍ przedstawione argumenty moøna przychyliÊ siÍ do
opinii  wymienionych  wczeúniej  autorytetÛw,  øe  uwarunkowania  aplikacyjne
wskazujπ na drzewa dwumianowe jako najbardziej odpowiednie narzÍdzie do
wyceny opcji zawartych w projektach typu badawczo-rozwojowego, z grupy algo-
rytmÛw szacowania wartoúci opcji finansowych. 
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Methodological and Practical Problems of Real Option Valuations
Summary
The article deals with the problem of application the financial options valu-
ation theory into the real options valuation. It consists three parts. The first one
presents the methodology background of the financial option valuation models.
This part gives the general outlook on the problems which occurs in the process of
adopting the methodology to solve the capital budgeting problems. The main pro-
blem concerns the lack of market valuated instrument which could be used to
compose the replicating portfolio for payouts from real options. In the second part,
there are presented attempts to solve the problem of the replicating portfolio of the
real options which appeared in the financial literature. There is presented the
Market Asset Declaimer as a one of the most appealing solution from the practi-
cal perspective. The last part of the article discusses the application issues of dif-
ferent analytical tools. The conclusions indicate that binominal trees methodolo-
gy is more suitable to implement the real options methodology in decision proces-
ses than other tools.
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